
作业八　（12月15日课堂上交）

1. 对于两个非零自然数 m 和 n ，我们在课中已经定义他们的最大公
约数为他们所有公约数全体中的最大的那个，并且记为 gcd(m,n) 。
类似的，对于三个非零自然数 m,n 和 k，我们这里定义它们的公约数
集合为（cd for common divisors）

cd(m,n, k) = {r ∈ N− {0} : r|m， r|n 且 r|k} ，

并且定义gcd(m,n, k)为cd(m,n, k)中的最大值。由于 1 ∈ cd(m,n, k)，
并且 cd(m,n, k) 中任意元素大小不会超过 m ，因此 gcd(m,n, k) 也是
良性定义的。

基于上述定义（关于三个非零自然数的最大公约数）和课上学过的
内容（比如辗转相除法等），完成如下：

i) 证明：对于任意三个非零自然数 m,n 和 k，

gcd(m,n, k) = gcd(m,gcd(n, k)) = gcd(gcd(m,n), k)

ii) 证明：对于任意非零自然数 m 和 n， 存在 p, q ∈ Z ，使得

mp + nq = gcd(m,n)

iii) 证明：对于任意三个非零自然数 m,n 和 k， 存在 p, q, r ∈ Z ，使
得

mp + nq + kr = gcd(m,n, k)

iv)在 ii)中，对于给定非零自然数m和 n，满足mp+nq = gcd(m,n)

的二元整数组（换言之，整数对） (p, q) ∈ Z2 是唯一的吗？若是，给
出证明；若否，给出反例。
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2. 课上介绍过，群 G 在集合 X 上的作用 G × X −→ X 被称为是
自由的，如果对于任意 g ∈ G− {eG} ，g 作用在 X 上都是没有不动点
的。换言之，对于任意 g ∈ G−{eG} 和任意 x ∈ X ，都有 g(x) ̸= x 。

一个在 X 上的作用不存在不动点，并不是始终可以做到的（比如，
如果要求该作用是连续的）。下面是一些与此相关的内容。

i) 假定 f : [0, 1] −→ [0, 1], x 7→ f (x) 是一个从 [0, 1] 到 [0, 1] 的连续
函数，证明一定存在 a ∈ [0, 1] ，使得 f (a) = a 。换言之，证明：任
意 [0, 1] 到自身（不需要是单射或者满射）的连续映射，一定存在不动
点。

注：这里你们可以直接使用在《数学分析》课程中学过的所有关于
连续函数的性质。

ii) 在二维实空间 R2 中，定义

S1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1} 。

则 S1 即为平面中的单位圆。构造 S1 到自身的双射 f ，使得 f 不存
在不动点。

iii) 在三维实空间 R3 中，定义

S2 = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1} 。

则 S2 即为三维空间中的单位球面（其本身是二维的）。构造 S2 到
自身的双射 f ，使得 f 不存在不动点。

iv) 构造映射 f : [0, 1] −→ [0, 1] ，使得 f 不存在不动点（这里 f 不
要求是连续的，也不要求是单射或者满射，更不要求是双射，只要
求是映射）。换言之，构造一个 [0, 1] 到自身的映射 f，使得 f (x) ̸=
x, ∀x ∈ [0, 1] 。

v) [选做题/思考题] 构造双射 f : [0, 1] −→ [0, 1] ，使得 f 不存在不动
点。这里的 f 不要求（也不可能要求）是连续的，但要求是双射。
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